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6.36.3 相对论理论的四维形式相对论理论的四维形式6.3 6.3 相对论理论的四维形式相对论理论的四维形式

11 洛伦兹变换的四维形式洛伦兹变换的四维形式11、洛伦兹变换的四维形式、洛伦兹变换的四维形式

洛伦兹变换形式为
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洛伦兹变换的反变换洛伦兹变换的反变换

x a xμ μγ γ

δ
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a x xμλ μ λ
′ =

a aμλ μγ λγδ= μ μ

例1.利用洛伦兹变换证明间隔不变性。例1.利用洛伦兹变换证明间隔不变性。

证明：
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22 物理量按洛伦兹变换性质分类物理量按洛伦兹变换性质分类22、物理量按洛伦兹变换性质分类、物理量按洛伦兹变换性质分类

（1）标量 物理量在洛伦兹变换下不变的量

2 2S x x S dx dxμ μ μ μ= =例：间隔 ，d 为标量

（2）矢量 与坐标有同样变换关系的量

g a g′ =g a gμ μγ γ=

（3）张量 张量的变换关系为 T a a Tμγ μλ γρ λρ′ =
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33、多普勒效应与光行差公式、多普勒效应与光行差公式多普勒效应与光行 公式多普勒效应与光行 公式

（1）四维波矢量 四维相位k φ
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（3）光行差公式

光行差代表在不同的参考系观察光的传播方
向之间的关系向之间的关系。
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物理规律的协变性物理规律的协变性44、物理规律的协变性、物理规律的协变性

相对论原理要求一切惯性参考系都是等价的。在
不同惯性系，物理规律应该表现为相同的形式，
即物理规律的协变性。

例如在
系中Σ F Gμ μ=系中 μ μ

′Σ → Σ F a F a G Gμ μν ν μν ν μ
′ ′= = =

F Gμ μ′ ′= 协变性′Σ系



6.36.3 电动力学理论的协变性电动力学理论的协变性

11、四维电流矢量与连续性方程的协变性、四维电流矢量与连续性方程的协变性

6.3 6.3 电动力学理论的协变性电动力学理论的协变性

（1）四维电流密度矢量
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（2）连续性方程的协变性
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22、四维势矢量和达朗贝尔方程的协变性、四维势矢量和达朗贝尔方程的协变性

达朗贝尔方程
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四维矢量四维矢量
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33、电磁张量和麦克斯韦方程的协变性、电磁张量和麦克斯韦方程的协变性33、电磁张量和麦克斯韦方程的协变性、电磁张量和麦克斯韦方程的协变性
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电磁场变换规律
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6.66.6 相对论动力学相对论动力学
11、四维动量矢量、四维动量矢量

6.6 6.6 相对论动力学相对论动力学
固有时间隔
固有长度间隔

( , )uU u icμ γ= v 1
uγ =

四维速
度矢量

固有长度间隔

( , )uμ γ
2 21

u
u c

γ
−

P U
r iW⎛ ⎞v

度矢量

四维动
是静止质量0P m Uμ= , iWP P

cμ
⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

四维动
量矢量 0m 是静止质量

r

空间分量

0
0 2 21

u
m uP m u
u c

γ= =
−

rv r u c<<
0P m u

r v
＝ 经典动量



2 22
0

4 0 2 21
m ci iWP m i c

c cu c
μγ= = =

−

2
0

2 21
m cW

u c
=

−
这里 ，

是相对论中的能量
12 2
2 1(1 ) 1u u−

− = + +L2 2(1 ) 1
2c c

+ +

2 21W m c m u+ +
定义静止能量

0 02
W m c m u= + +L 2

0 0W m c=

由此可见，相对论能量W不仅包括物体的动能T
还包括静止能量W =mc2 物体静止时仍然有能还包括静止能量W0=mc2，物体静止时仍然有能
量。能量守恒定律——利用原子能的理论根据。



2
2

2
20

0 0
1 u

c

m cT W W m c= − = −
−

物体的动能为 

⎛ ⎞
c

    , iWP P
cμ

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

v
四维动量

2
2

2

WP P P P
cμ μ μ = − =

v
可构成不变量, 不变量

c

( )
2

0 0

2 2

0P W W m c= = =
v

在物体静止内， ， ，因而不变量为

( )2 2
0 2 2 2 2 2

0 02 2

m c Wm c P m c
c c

− = − − = −
v

，代入上式得 ，则有

2 2 2 4
0W P c m c= +

这是关于物体的能量、动量和质量的一重要公式。这是关于物体的能量、动量和质量的 重要公式。



22、质能关系、质能关系

由相对论能量、动量表示为

( )
2

0 0
2 2 2 21 1

m c m uW P
u c u c

= =
− −

vv
质能关系式 ，

20
2 21

mm W mc P mu
u c

= = =
−

v v
定义运动质量 ，则有 ，

33、相对论力学方程、相对论力学方程
dP

1 u c

( )4,
dP

K K K
d

μ
μ τ
= =

v
四维力矢量

21
dP dPK
d dtτ β

= =
−

v v
v四维力矢量

的空间分量 1 dtβ



2 m udP
v rv v2 0

2
1

1
m udPK P

dt
β

β
− = =

−
，

2 2 21 1F K u c Kβ= − = −
v v v

定义力：

则得方程

0mdPF P
v

r v r

则得方程

0
2 21

F P mu m
dt u c

= = =
−

， ，

方程形式与牛顿方程一致。

4K 的第四个分量

2
04

4 2 21
u

m cdP i dW i dK
d c d c dt

γ
τ τ

⎛ ⎞
⎜ ⎟= = =
⎜ ⎟
⎝ ⎠

2 21d c d c dt u cτ τ ⎜ ⎟−⎝ ⎠



2d d⎛ ⎞ rv

( )
2

0 0
32 2 2 2 21 1

m c m ud du
dt dtu c u c

⎛ ⎞
⎜ ⎟ = ⋅
⎜ ⎟− −⎝ ⎠

相对论能量

0
2 2

m udP dF u u u
dt dt

⎛ ⎞
⎜ ⎟⋅ = ⋅ = ⋅
⎜ ⎟

v rr r r r

2
0

2 21
m cW

u c
=

−
2 2

2
0 0

1dt dt u c

m m udu u duu

⎜ ⎟−⎝ ⎠

= +
r r r
r

4
i iK F u k u
c cμγ= ⋅ = ⋅

vv v v

( )
3 22 2 2 2 21 1

u
dt c dtu c u c

m u du dW

= ⋅ + ⋅
− −

v v

( , )iK K K u
cμ∴ = ⋅

v v v

0
32 2 2(1 )

m u du dW
dt dtu c

= ⋅ =
−

dWF u
d

⋅ =
r r

F u⋅
v r

是功率

dt



相对论力学方程

dPF
v

v rF
dt

dW

=

v 2

( )
( )
P mu
W mc
=

=

r v
是相对论协变方程

dWF u
dt

⋅ =v ( )W mc=

① 四维速度 ( ),uU r u icμ =
v

iW⎛ ⎞② 四维动量 , iWP P
c

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

v v

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
③ 四维力 , ,u

i iK K K u F F u
c cμ γ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ⋅ = ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

v v v vv v



( )F e E u B= + ×
v v vv

1 12 2 13 3 14 4

1

K eF U eF U eF U
iEeB u eB ru e icγ γ

= + +

−⎛ ⎞= + ⎜ ⎟
v v洛伦兹力：

用电磁场张量 和 表示Fμν Uν

( )
3 2 2 3

1

eB u eB ru e ic
c

e u B e E

γ γ

γ γ

= − + ⎜ ⎟
⎝ ⎠

= × +
vv

( )1

K eF U

K E B

μ μν ν=
v v vv

( )
( )12

1
1

e E u B
β

= + ×
−

v vv

( )
2 21

K e E u B
u c

= + ×
−

1 β

( )dP E B+
v

v vv

2

1 uF K
v v

( )e E u B
dt

= + ×

21F K
c

= − 带电粒子在电磁场
中的运动方程。



例.带电 π 介质衰变为 μ和中微子。

μπ μ γ+ +→ +
2

各粒子静质量为

2139.57 /m MeV cπ =
2105.66 /m MeV cμ = 0mγ =

求 介子质心系中 子的动量 能量和速度

μ+

P
v 20,P W m cπ π π= =

v

求π介子质心系中μ子的动量、能量和速度。

μ
( )P μ 2 2 2 4

( ) ( )

,

W P c m c
π π π

μ μ μ= +

μγ ( )P γ

v
( ) ( )W P cγ γ=

由能量和动量守恒定律有

2 2 2 4 2
( ) ( ) ( ) ( )0 (1) (2)P P P c m c P c m c+ = + + =
v v

，

由能量和动量守恒定律有

( ) ( ) ( ) ( )0   (1)         (2)P P P c m c P c m cμ γ μ μ γ π+ + +，



将(1) 代入 (2)得 2 2 2 4 2将(1) 代入 (2)得: 2 2 2 4 2P c m c m c Pcμ π+ = −

2 2m mπ μ−

2 2

2vP P P c
m

m m

π μ
μ

π

= = =

+

29.79 /
109.78

P MeV c
W MeVμ

=
=

2 2

2
m m

W m c Pc c
m

π μ
μ π

π

+
= − =

μ

22

1 109.78 1.0390
105.66

W
m cv

μ

μ

= = ≡

21 v
c

μ−

0 27140.2714v cμ =



例3 讨论带电粒子在均匀恒定常磁场中的运动例3. 讨论带电粒子在均匀恒定常磁场中的运动。

F B
v vv dP

v
vF eu B= ×v dP eu B

dt
= ×v

( ) 0dW eu B u
dt

= × ⋅ =
vv v 2

0
2

1

m cW
u

= =常数 u =v 常数

表示速度 方向会改变，但大小不变。

21
c

−

ur表示速度 方向会改变，但大小不变。u

0 0
2 2 2 2

( )
1 1

m u mdP d du eu B
dt dt dtu c u c

= = = ×
v v v vv

1 1dt dt dtu c u c− −

(1)eu u B= ×
vv v&即：

0

  (1)u u B
mγ

= ×即：



B B
v v + +v v v v设 zB Be= x x y y z zu u e u e u e= + +

( )    (2)y x x yu B B u e u e× = −
vv v v

设：

( ) ( )y x x y

将 (1) 代入 (2)得:
u 常数0zu =& zu =常数

eB
m

ω
γ

=∴ 令：
0mγ

x yu uω=& cosxu C tω=
x y

y xu uω= −& sinyu C tω= −(1)(2)

2 2

2 2 2 2

zu C u u

u u u C
⊥ = = −

+ = =

cos
sin

xu u t
u u t

ω
ω

⊥

⊥

=
= −z

u
u
=

=

常数

常数
x yu u u C⊥+ = = sinyu u tω⊥z



若 则粒子做匀速圆周运动 角频率0若 ，则粒子做匀速圆周运动，角频率0zu =

1eBω γ= =，其中
2

0
21m v

c

ω γ
γ −

，其中

0m uua
eB

γ
ω

⊥⊥= =圆半径

当 时，粒子做螺旋运动0zu ≠

1 eBu c γ ω<< → =当 时 ，则 与非相对论一致。
0

1u c
m

γ ω<< → =当 时 ，则 与非相对论 致。

0

eB
m

ω =在非相对论情形， 与粒子及速度无关。
0

0

eB
m

ω γ
γ

=在相对论情形， 随粒子速度增大而增大，速度增大 减小，

ω因此 随粒子速度增大而增大。


